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Chương 1

Đường tròn Apollonius kiểu 1

1.1 Định nghĩa và các tính chất

Apollonius là một nhà hình học lỗi lạc người Hy Lạp. Tên tuổi của ông

gắn liền với một số bài toán nổi tiếng, đặc biệt là bài toán về đường tròn

Apollonius. Có bốn định nghĩa khác nhau về một đường tròn có tên gọi là

“đường tròn Apollonius”:

(1) Quỹ tích tất cả các điểm (trên mặt phẳng) mà tỷ số khoảng cách từ

đó đến 2 điểm cố định là một hằng số (Durell 1928, Ogilvy 1990).

(2) Đường tròn tiếp xúc với ba đường tròn bàng tiếp của tam giác (Kim-

berling 1998, trang 102).

(3) Một trong 8 đường tròn tiếp xúc với 3 đường tròn cho trước (tức là

nghiệm của bài toán Apollonius).

(4) Một trong ba đường tròn đi qua đỉnh tam giác và hai điểm đẳng giác

của tam giác (Kimberling 1998, trang 68).

Chương này trình bày về đường tròn Apollonius kiểu 1. Trước tiên ta giới

thiệu về đường tròn Apollonius của đoạn thẳng đã được định nghĩa trong

sách phổ thông, chẳng hạn trong [1], hoặc trong các Giáo trình hình học

sơ cấp.

Bổ đề 1.1.1. Trên mặt phẳng cho hai điểm A,B. Tập hợp các điểm P

sao cho tỉ số
PA

PB
= k không đổi (k > 0) là một đường tròn.
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Chứng minh. Gọi C,D là hai điểm nằm trong và ngoài đoạn thẳng AB sao

cho
CA

CB
=
DA

DB
= k. Khi đó

PA

PB
=
CA

CB
=
DA

DB
nên C,D lần lượt là chân

đường phân giác trong và ngoài của góc APB. Suy ra ĈPD = 900. Vậy

P nằm trên đường tròn đường kính CD. Ngược lại giả sử P là điểm bất

kì nằm trên đường tròn đường kính CD, khi đó ĈPD = 900. Mặt khác,

bốn điểm A,B,C,D là một hàng điểm điều hòa, tức (ABCD) = −1 nên

theo tính chất đường phân giác ta có C,D lần lượt là chân đường phân

giác trong và ngoài của góc APB. Từ đó
PA

PB
= k. Như vậy tập hợp các

điểm P là đường tròn đường kính CD.

Hình 1.1: Đường tròn Apollonius của đoạn thẳng

Định nghĩa 1.1. Đường tròn quỹ tích những điểm mà tỷ số các khoảng

cách từ đó đến hai điểm cố định là một hằng số k được gọi là đường tròn

Apollonius của đoạn thẳng đó ứng với tỉ số k.

Chú ý rằng khi k = 1, đường tròn Apollonius suy biến thành đường

trung trực của đoạn thẳng.

Từ định nghĩa đường tròn Apollonius của đoạn thẳng chúng ta định

nghĩa đường tròn Apollonius của tam giác như sau.

Định nghĩa 1.2. Đường tròn Apollonius kiểu 1 của tam giác ABC ứng

với đỉnh A là đường tròn đi qua A và hai chân đường phân giác trong và

ngoài của Â.
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Như vậy trong một tam giác, có ba đường tròn Apollonius kiểu 1 ứng

với ba đỉnh của tam giác. Ta gọi các đường tròn này là A−Apollonius,
B−Apollonius và C−Apollonius, tương ứng. Rõ ràng các đoạn thẳng nối

chân phân giác trong và chân phân giác ngoài là đường kính mỗi đường

tròn Apollonius kiểu 1, tương ứng. Sau đây chúng ta tìm hiểu một số tính

chất của các đường tròn này.

1.1.1 Tính chất của đường tròn Apollonius kiểu 1

Tính chất 1.1.1. Mỗi đường tròn Apollonius kiểu 1 trực giao với đường

tròn ngoại tiếp tam giác ABC.

Chứng minh. Gọi D,E lần lượt là chân đường phân giác trong và ngoài

góc BAC của tam giác ABC, J là trung điểm DE. Gọi (O) là đường tròn

ngoại tiếp tam giác ABC. Do (BCDE) = −1 nên theo hệ thức Newton

OaA
2 = OaD

2 = OaB.OaC hay OaA là tiếp tuyến của (O). Điều đó có

nghĩa là (Oa) ⊥ (O).

Hình 1.2: Đường tròn (Oa) trực giao với (ABC)

Từ tính chất trên ta thấy tâm của đường tròn Apollonius là giao của

tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp kẻ từ một đỉnh tới cạnh đối diện.

Ta nhắc lại rằng đường thẳng đối xứng với trung tuyến qua đường phân

giác trong tại một đỉnh là đường đối trung của tam giác ấy. Trong một
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tam giác, ba đường đối trung cắt nhau tại một điểm, điểm đó được gọi là

điểm Lemoine hay điểm đối trung ký hiệu bởi L.

Tính chất 1.1.2. Ba đường Apollonius kiểu 1 của tam giác thì đồng trục,

trục đẳng phương của chúng là đường thẳng OL với L là điểm Lemoine.

Chứng minh. Gọi (Oa), (Ob), (Oc) lần lượt là các đường tròn A-Apollonius,

B-Apollonius, C-Apollonius, X là giao điểm thứ hai của (Oa) với (O). Do

(Oc) ⊥ (O) nên OaA,OaX là hai tiếp tuyến của (O). Suy ra tứ giác

ABXC là tứ giác điều hoà hay AX là đường đối trung ứng với đỉnh A của

∆ABC. Như vậy AX đi qua điểm Lemoine L của tam giác ABC. Nghĩa

là L nằm trên trục đẳng phương của (Oa) và (O). Tương tự L nằm trên

trục đẳng phương của (Ob) và (O), của (Oc) và (O) hay L có cùng phương

tích đối với 3 đường tròn (Oa), (Ob), (Oc). Mặt khác, phương tích của O

đối với ba đường tròn Apollonius thì bằng nhau và bằng R2. Vậy OL là

trục đẳng phương của (Oa), (Ob), (Oc). Ba đường tròn này đồng trục.

Hình 1.3: LO là trục của ba đường tròn

Hệ quả 1.1.1. Ba tâm các đường tròn Apollonius kiểu 1 thẳng hàng.

Chứng minh. Vì OL là trục đẳng phương của ba đường tròn nên ta có

OAOB ⊥ OL và OBOC ⊥ OL. Suy ra OA, OB, OC thẳng hàng.


